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ОЧЕРКЪ 
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(Продолжене *) 








Болфе серьезнато вниман!я заслуживаетъ доказательство Бертрана, 
которое появилось въ концЪ прошлаго столЪт1я и служитъ типомъ ц$- 
лаго ряда доказательствъ, основанныхъ на свойствахъ безконечно ма- 
лыхъЪ и безконечно большихъ величинъ. Касаясь этого вопроса, профес- 
соръ Ермаковь замЪчаетъ, что доказательства эти основаны на употреб- 
лен1и безконечно большихъ величинъ, при помощи которыхъ можно до- 
казать „все, что угодно“ **). Позволимъ себ замЪтить, что такая фраза, 
безъ дальнфйшихь оговорокъ, представляется намъ тзмъ боле неосто- 
рожной, что она помфщена въ элементарномъ сочинени и вызываеть 
въ читателВ незаслуженное недов5 ре къ высшему анализу, въ кото- 
ромъ тавшя величины фигурируютъ. Мы остановимся на этомъ вопрос 
подробн$е. 

Доказательство Бертрана относится къ той эпохв, когда форми- 
ровавиийся анализъ безконечно малыхъ еще далеко не быль строго 0бое- 
нованъ. На безконечно малыя и безконечно большая установился” н%- 
сколько мистичесый взглядъ, который позволялъ трактовать_ихъ то 
какъ обыкновенныя величины, то какъ величины особенныя;`-допускаю- 
ш!я тавя равенства, которыя неприложимы къ величинамъ конечнымъ. 


*) См. „Вфстникъ Оп. Физики“ №№ 174 и 178. 
**) Пр. Ермаковъ „Одиннадцатая акс1ома Евклида“, № 17 „ВЪстн. Оп. Физ.“. 
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Естественно, что этими допущешями, къ которымъ геометръ привыкъ, 
легко можно было замаскировать допущен!е геометрическое, достаточ- 
ное для доказательства постула’га, 


Бертранъ имфеть въ виду доказать (фиг. 47), что перпендикуляръ 
ВВ’ по достаточномъ продолжен1и перес%- 


4 в С 1 Е  четь наклонную АЕ. Откладываемъ отр%з- 
а ки ВС=СО=Е...=АВ. Изъ точекъ СО, 
К М Е.... возставимъ перпендикуляры СС',ОО", 


ЕЕ',,... кь АН. Мы получимъ рядь безко- 
нечно большихъ полосъ, ограниченных от- 
р}$зкомъ сЪкущей и двумя параллелями. 
Если наложимъ полосу А’АВВ’ на одну 
изъ другихъ полосъ такимъ образомъ, что- 
бы ихъ основанмя совмВстились,—то пер- 
пендикуляры, ограничивающие эти поло- 

Фиг. 47. сы съ боковъ, совнадутъ. СлЪдовательно, 
заключаеть отсюда Бертранъ: самыя полосы будутъ равны. Далфе, 
такь какъ мы можемъ нанести на прямой АН безчисленное мно- 
жество отрфзковъ, равныхъ АВ, — то каждая изъ ‚этихъ полосъ 
представляеть собой безконечно малую часть той неопредъленно 
простирающейся части плоскости, которая ограничена прямыми АА, и АН. 
Съ другой стороны уголь КАА' составляеть нЪкоторую опредфленную 
часть прямого угла; часть плоскости, заключенная между прямыми 
АА' и АЕ, составляетъь поэтому конечвую часть той-же плоскости А’АН. 
Отсюда слЗдуетъ, что прямая АЕ должна выйти изъ первой полосы и 
пересЪчь перпендикуляръ ВВ’: иначе часть плоскости, заключенная 
внутри угла А.АЕ, была бы меньше каждой полосы. 

Этому доказательству нельзя отказать въ остроуми и изяществ$, 
но оно отнюдь не удовлетворяеть тЪмъ требован1ямъ, при которыхъ 
методъ безконечно малыхъ можетъ считаться законнымъ. Прежде всего, 
что такое безконечная полоса? Если ее опредФлить, какъ неопредълен- 
ную часть плоскости, ограниченную прямолинейнымъ отр$зкомъ и двумя 
прямыми, къ нему перпендикулярными, то какъ понимать выводъ, 
утверждающий, что одна неопредъленная часть плоскости составляеть 
безконечно малую часть другой неопредъленной же части плоскости. 
Когда мы говоримъ о геометрическомъ тождествЪ конечныхъ величинъ, 
то мы хотимъ этимъ сказать, что одна изъ нихъ совмщается съ дру- 
гой во всЪхъ своихъ частяхъ; ясное дЪло, что эта идея можеть быть 
перенесена на неопредЪленныя половы только въ томъ смысл, что мы 
начнемъ наложене съ конечныхъ и вполнЪ опред$ленныхъ частей, а 
затЪмъ станемъ увеличивать части одной и другой полосы согласно опре- 
дЪленному закону. Пока это не сдЪлано, нЪтъ мЪФета доказательству; 
если-же такой законъ будетъ установленъ, въ немъ самомъ уже найдет- 
ся критерй для оцнки доказательства. Постараемся. это сдлаль. Если 
мы говоримъ, что уголь А'АЕ составляеть опредфленнук часть, ска- 
жемъ для простоты десятую часть, прямого угла А.АН.))то въ этомъ 
утвержден!и заключается слёдующий фактъ: еслиомы‘”изъ вершины, 
какъ изъ центра, опишемь окружность рад1усомъ АК, то секторъ КАЙ 
можеть быть разбить на десять секторовъ, равныхъ КАС; и это оста- 
нется справедливымъ, сколько бы мы ни увеличивали рад1усъ АК. 





А Г [ЗИ Е И 
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Если-бы Бертранъ доказалъ, что при достаточномъ [увеличен1и радлуса 
часть круга МВИ можеть быть сдЪлана менфе одной десятой части 
квадранта, то отсюда дЪйствительно вытекало бы, что при нЪзкоторой 
опредЪленной величинЪ рад1уса вйолнь опредъленная площадь сектора 
ЖАС становится больше опредъленной площади КАВМ, и тогда можно 
было бы сдфлать вполнф законный выводъ, что прямая АЕ перейдеть 
на другую сторону перпендикуляра. Въ такомъ вид можетъ быть фор- 
мулировано допущен!е, искусно замаскированное Бертраномъ. Мы оста- 
новились подробно на этомъ вопросЪ, зная по личному опыту, какъ 
трудно бываеть ор1ентироваться въ доказательств, въ которомъ фигу- 
рируютъь безконечныя величины. Такъ г. Буняковсый высказываетъ 
только сомнфне въ справедливости доказательства Бертрана и даже 
боле, предлагая собственное доказательство, виадаетъ въ ту-же ошиб- 
ку. При изложени системы Лобачевскаго, мы встр$тимся съ доказа- 
тельствомъ аналогичнаго предложен1я при помощи метода пред$ловъ; 
разница ` между однимт доказательствомъ и другимъ обнаружится сама 
собой. Мы не станемь на этомъ останавливаться, чтобы не утомлять 
читателя, а перейдемъ къ изслВдованю Лежандра, который, въ сущно- 
сти, первый подвинулъ вопрось впередъ. 

Известно, что изъ Евклидовой теор!и параллельныхъ лин!й непо- 
‹<редственно вытекаетъ предложене о сумм угловъ треугольника. Ле- 
жандръ (правда не первый) задается цЪлью доказать, что сумма угловъ 
въ треугольник равна 24,— независимо отъ постулата. Знаменитый гео- 
метръ много разъ переходилъь оть одной системы нзложеня этого 
вопроса къ другой*); мы будемъ строго придерживаться его идеи, поз- 
воляя себф небольшия отступлен1я въ методЪ доказательства въ видахъ 
упрощетня вопроса. : 

Лежандръ доказываеть прежде всего, что всегда возможно по- 
строить треугольникъ, имЪюпИй ту-же сумму угловъь, что и данный, 
но въ которомъ сумма двухъ угловъ сколь угодно мала. 

Для этого дфлимъ: середину стороны ВС (фиг. 48) даннаго тре- 

угольника АВС пополамъ и, отложивь на продол- 

В Е жеши прямой АО отрфзокъ РЕ=АО, мы получимъ 
‘греугольникъ АЕС. Въ ‚треугольникъ АВС сумма 
внутреннихъ угловъ 


в=@-- В--7-6. 
Въ треугольник$ АЕС сумма внутреннихъ уг- 





д 0 ловъ 
Фиг. 48. =а НЕ ИНО. 

Ввиду, равенства тр. АВО и ЕШС имфемъ «=о' и 8=6', савдбое. 
тельно 5=5'. Сверхъ того въ новомъ треугольникЪ сумма двухьовну- 
треннихъ угловъ &'--0 равна &-- 9, т. е. одному внутреннему ‘углу ВАС 
даннаго треугольника, который мы просто обозначимъ черезь А. Изъ 
этого слфдуетъ, что въ случав равенства этихъ’ двухъ}гловъ, каж- 
дый изъ нихъ равенъ 1/2А; вь случаЪ неравенства меньший будетъ 











*) Въ различныхь издашяхъ его „Е16тетиз 4е. @ботеч4е*” онъ даетъ то одно, 

то другое доказательство. Подробно раземотрынъ вопросъ въ бпешальномъ мемуарз: 

„Вейех1оп заг ЧШегепез тшатлёгез 4е Абтотитег 1а вое 4ез рагаПШез“. Мето1- 
тев 4е РАсадешие Воуае, Тоше ХТ, 1838. 
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меньше \'/з А: во всякомъ случа одинъ изъ двухь угловъ не превы- 
шаеть А. Произведя снова ‘аналогичное построеве такимъ образомъ,. 
чтобы ‘этотъ ‘уголь ‘игралъ’ роль угла А, мы получимъ треугольникъ, въ- 
которомъ сумма двухъ угловь не превышаеть 1/2 А, а одинъ изъ двухъ 
угловъ не превышаеть '/4 А. Продолжая это построеше; мы, очевидно, 
можемъ сдЪлать сумму двухъ угловъ сколь угодно малой, такъ. какъ ве- 
личина этой суммы убываетъ въ геометрической прогресейи. 

Изъ этого непосредственно вытекаеть, что сумма, угловъ треуголь- 
ника не можетъ превышать двухь прямыхъ. Въ самомъ дфлЪ, еслибъ 
она равнялась 24-й, то мы построили бы треугольник съ той же 
суммой угловъ, въ которомъ сумма двухъ угловь была бы меньше #, а 
слфдовательно третй уголь быль бы больше 34,—что совершенно невоз- 
можно. Лежандръ старался доказатьпри помощи аналогичных соображешй, 
что сумма угловъ также не можеть быть меньше 24. Эта попытка, конеч- 
но, неудачна. За то онъ обнаружиль, что намъ представляетея такая 
альтернатива: либо сумма угловъ въ треугольник% постоянно равна двумъ 
прямымъ, либо она постоянно меньше 24 и является величиной перем нной. 
Разсуждевя, которыя приводятъ его къ этому заключеню, не сложны. 

Прежде всего очевидно, что вн шин! Й уголъ (С,) треугольника, не мо- 
жеть быть меньше суммы двухъ внутреннихъ, съ нимъ не смежныхъ (А--В), 
— потому что при А--В>>С,: и С--С:==24, мы имЪли бы А--В--С> 24. 

Предположимъь теперь, что мы имфемъ два прямоугольныхъ треуголь- 

ника АВС’ и А’ВС' (фиг. 49), причемъ катеты вто- 
рого больше катетовъ перваго; легко обнаружить, 
что сумма внутреннихъ угловъ во второмъ треуголь- 
никЪ не превышаеть суммы угловъ въ первомъ. 
Дъйствительно, соединивъ точки А'и С, мы с0- 
с’ ставимъ треугольникъ А’ВС; сравнивая сумму его 
угловъ съ той же суммой въ данномъ треуголь- 
Фиг. 49. никЪ, мы видимь, что въ немъ углы АА'С и АСА' 
замфняють уголь ВАС; такъ какъ они являются внутренними углами тре- 
угольника ВА’С, то сумма ихъ не превышаеть внфшняго угла ВАС; 
поэтому сумма угловъ А ВА’С не превышаеть суммы угловъ Д АВС; бук- 
вально такимъ же путемъ мы докажемъ, что сумма угловъ А А’ВС' 
не превышаетъ той же суммы въ А А’ВС, а слЗдовательно и въ А АВС. 

Допустимъ теперь, что въ какомъ нибудь треугольникё АВС 

(фиг. 50) сумма угловъь равна 24. Изъ. 

В к вершины самато большаго угла В опус- 

] тимъ перпендикуляръ ВО на основан1е 
АС; такъ какъ углы А и С острыед_ то 
перцендикуляръ пройдетъ внутри тре- 
угольника и раздЪлить его на два дру-- 











ЕВ 7: ’ тихъ АВО и СВО; сумма внутреннихъ 
угловъ обоихъ треугольниковъь состав- 
Фиг. 50. ляется изъ угловъ треугольника АВС’ 


(т.е. 24) и двухъ смежныхъ угловь АВ и ВОС; она-равна, сл$дова- 
тельно, 44. Изъ этого слФдуетъ, что сумма угловъ въ. Каждомъ изъ этихъ 
прямоугольныхъ треутольниковъ равна 24, потомучто, —если бы она 
была меньше 24 въ одномъ изъ нихъ, то была бы больше 24 въ дру- 
томъ, что невозможно. Приложимъ теперь къ треугольнику ОВС тожде- 
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ственный ему треугольникъ СВЕ, въ которомъ д СВЕ= Д ВСО, а / ВСЕ== 
= СВО, тогда составится четыреугольникъ ВОСЕ, въ которомъ всЪ четы- 
ре угла прямые, ибо 

ДвВС-- д СВЕ= ДОСВ+ /ВСЕ= И ОВС д рСВ=а. 

Продолживъ ВЕ и ОС на равныя имъ разстояшя ЕЕК и Са и 
соединивъ точки Ки С получимъ четырехугольникъ ЕССЕ, тождествен- 
ный четырехугольнику ПОВЕС. СлЪфдовательно въ четырехугольник® 
РВЕС вс четыре угла прямые. Въ прямоугольномъ треугольник$ ВОС, 
‹вумма угловъ равна 24, потому что, будь она меньше 24, сумма уг- 
ловь въ Л ВСЕ была бы больше 24. Мы имЪемъ слфдовательно воз- 
можность построить ирямоугольный треугольникъ, въ которомъ сум- 
ма углов по прежнему равна 24, но одинъ изъ катетовъ вдвое 
‘больше предыдущаго. Повторяя то’ же построене достаточное чис- 
ло разь и прим$няя его то къ одному, то къ другому катету, мы 
можемъ, слЗдовательно, построить прямоугольный треугольникъ; въ ко- 
торомъ сумма угловь равна 24, а катеты сколь угодно велики. Изъ 
всего сказаннаго уже не трудно заключить, что при ‘сдфлааномъ допу- 
щен!и сумма угловъ равна’ 24 во всякомъ прямоугольномъ треугольни- 
кВ. Въ самомъ дфлЪ допустимъ, что въ какомъ нибудь прямоугольном 
треугольник сумма внутреннихъ угловь оказалась бы меньше 24. Мы 
ТОлько ЧТо Ноказали, что мы’ можемъ построить’ ‘прямоугольный  тре- 
‘угольникъ, въ которомъ катеты будутъ больше катетовъ этого ‘треуголь- 
ника, а сумма угловъ равна 24. Но ‘мы видЪли выше, что сумма угловъ 
‘треугольника съ большими катетами не можеть превышать суммы уг- 
ловъ даннаго треугольника. ’СлЪдовательно, нельзя ‘допустить, чтобы 
въ прямоугольномъ треугольникЪ сумма угловъ была меньше 24. Отею- 
да непосредственно вытекаетъ, что и въ косоугольномь треугольникЪ 
сумма угловъ равна 24. Въ самомь дЪлЪ, опустимъ изъ вершины угла 
В треугольника АВС перпендикуляръ ВО на основале; сумма внтрен- 
нихЪ угловъ двухъ прямоугольныхъ треугольниковъ равна 44; отбро- 
сивъ два смежныхъ угла получимъ ‘сумму угловъ А АВС, равную 24. 

Намъ остается только обнаружить, что. альтернатива относительно 
-суммы внутреннихъ угловъ ‘греугольника, эквивалента альтернативЪ от- 
носительно параллельныхъ лин й. Иными словами, намъ остается дока- 
зать, что постулать’ Евклида можно: вывести, какъ слфдотве изъ до- 
агущен!я; что сумма угловъ’ ‘треугольника равна, 24*). 

Дъйствительно (фиг. 51); допустимъ, что перпендикуляръ К не 
пересЪкаетъ наклонной. АВ. Изъ произвольной 
точки. прямой АВ. можно’ опустить’ перпенди- 
куляръ ЕС на АК и можно сказать, что на- 
клонная АВ пересЪкаеть перпендикуляръ воз 
ставленный изъ точки (С. Сл довательно’ при 
перем щен1и отъ точки @ къ К в0мрямой 
СК найдется точка С, которая служить оено- 
ван1емъ перваго непересфкающахо^ 
куляра СО; иными словами, ‘веяюй перпенди- 

Фиг. 51. куляръ, основан1е котораго ‘ближе къ А, пере- 
<Ъчеть наклонную. Опустимъ тенерь изъ С перпендикуляръ СЕ на АВ; 








*) Предлагаемое доказалельство принадлежитъ г. Буняковскому „Параллельныя 
лини“, $ 20. 
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углы ЕСО и ЕАС равны, ибо при сд$ланномъ допущени относительно. 
суммы угловъ треугольника, они дополняютъ до прямого одинъ и тотъ 
же уголь АСЕ. Но ЕС меньше АС. А такъ какъ прямая ПС наклонена 
къ сВкущей ЕС подъ тфмъ же угломъ, подъ какимъ АВ наклонена къ. 
АС, то при разстояни основашя Е перпендикуляра ЕВ, меньшемъ АС, 
она нерес$четь перпендикуляръ. Это обнаруживаетъ невозможность 
сдфланнаго предположения. 

Мы оставляемъ совершенно въ сторон доказательства, основан- 
ныя на началВ однородноети, потому что они не вносятъ ничего въ 
теоршю вопроса. Замфтимъ только, что намъ совершенно непонятно одо- 
брительное отношене къ этой точкЪ зрфыя г. Буняковскаго нослЪ то- 
го, какъ работы Лобачевскаго были уже‘давно опубликованы. 

Посвятимъ н%Феколько словъ доказательствамъ, которыя основаны на 
представлен1яхъ заимствованныхъ изъ механики. Идея заключается въ. 
томъ, что предетавляють себф матеральную прямую и на ней безчи- 
сленное множество точекъ, находящихся на равныхъ разстоян1яхъ одна, 
отъ другой. Въ этихъ точкахъ представляютъ себф приложенными равныя 
и параллельныя силы, перпендикулярных къ данной прямой. Подъ дЪй- 
стыемъ этихъ силь прямая, въ течене извфстнаго промежутка време- 
ни перемЪстится, при чемъ принимается за очевидное, что силы не 
произведутъ ни растяжен1я, ни излома; въ виду симметр1и въ расположе- 
ви силъ всЪ точки, къ которымъ приложены силы, опишутъ равные 
пути, перпендикулярныя къ данной прямой; изъ отр$зковь прямой въ. 
ея прежнемъ и новомъ положен1и—и изъ траэктор!й точекъ приложен!я 
силъ составляется четыреугольникъ съ четырьмя прямыми углами. Мы 
видВли при изложени системы Лежандра, что этого достаточно для 
обоснован1я Евклидовой геометри. 


Приведенныя здЪеь соображев1я состоять изъ двухъ сущест- 
венно различныхъ частей. Во первыхъ, утверждается, что прямая 
можеть быть передвинута въ новое положене такимъ образомъ, 
чтобы она въ безконечномъь рядЪ точекъ находилась на равныхъ 
разстоян1яхъ оть прежняго положен!я; во вторыхъ, указанъ спо- 
собъ, которымъ это передвижене можеть быть достигнуто. Гео- 
метру нужно только первое положене, -- и приведенное доказа- 
тельство, на нашьъ взглядъ, служитъ только указанемъ на одинъ. 
изъ многочисленныхъ экспериментовъ, которымъ мы обязаны нашими 
представлен1ями о пространственныхь образахь. Г. Буняковсый  оче- 
видно сознаетъ, что экспериментально мы можемъ имЪфть дЪло только- 
съ ограниченнымь числомъ силъ, а потому обобщен е на случай безко- 
нечно большого числа силь незаконно. Поэтому онъ находить; что 
„вмЪсто матеральной неизмВняемой прямой лин!и, подверженной Ъй- 
ствио равныхъ силъ, приложенныхь къ точкамъ, равноотстоящимь одна 
оть другой, можно разсматривать просто жяжелую*) прямую; ^допуще-- 
не возможности горизонтальнаго ея движеня безъ перелома послу- 
жить строгимъ основашемъ теори параллельныхь лин“. Что такое: 
матер!альная неизмЪняемая прямая? Это есть нЪкоторая’ связь между 


< 





*) Буняковскй. 106. си. $ 15. Курсивъ подлинника. 
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безконечнымь рядомъ матеральныхъ точекъ, какъ кинематическое 
услове движен!я. Возникаеть вопроеъ, совм$стимо-ли передвиже- 
н1е прямой параллельно самой себЪ въ евклидовскомъ смысл сло- 
ва съ такимъ кинематическимъ услошемъ движеня. Если на этотъ 
вопрось отв$тить утвердительно, то зачфмъ г. Буняковскому имен- 
но „тяжелая“ прямая? Намъ кажется, что этимъ авторъ подчеркиваеть 
только, что въ возможности такого передвижен1я прямой мы убЪждаем- 
ся, между прочимъ, путемъь наблюденя движения тажелыхъ тфлъ. И 
если такая точка зр$в1я правильна, то этоть фактъ служить, на напшь 
взглядъ, только новымъ указанемь на нашу склонность къ поспЪшному 
обобщен!ю экспериментальныхь фактовъ, — обобщен!ю, основанному на 
нашей неспособности наблюдать явлеше „т 1040“. Въ самомъ дЪлз 
вс тяжелыя тфла, движене которыхь мы созерцаемъ, имЗють разм%- 
ры ничтожные по сравненю съ размфрами земного радлуса. Какъ двига- 
лось бы тяжелое тфло громадныхъ размфровъ, вопросъ очень сложный; 
или правильнфе трудно сказать а рот, содЪйствовало ли бы такое 
движеше развито представленй, соотв тетвующихь евклидовой геоме- 
три или нЪтъ. Во всякомъ случаЪ теоретически р$шить этоть вопросъ 
въ пользу допущен1я г-на Буняковскаго немыслимо безъ евклидовой 
геометр!и; а ‘такого опыта мы въ данное время сдфлать не мо- 
жемъ. Между тЪмъ именно изъ подобныхъ наблюдевй, по крайней м$- 
рЪ, съ точки зрЪнйя господствующей теперь экспериментальной фило- 
софли, создается наше представлене о пространств. Для эмпириста яв- 
ляется поэтому всегда возможнымъ измфнене въ его пространетвен- 
ныхь представлен1яхъ въ зависимости отъ тЪхъ условй наблюденя и 
опыта, вь которыя онъ будеть поставленъ. Мы р%Ъшительно не въ со- 
стояни усмотр$ть въ этомъ логическаго абсурда. 


Возвратимея къ постулату Евклида. Многочисленныя попытки 
доказать постулать имфють значене съ двухъ точекъ зрЪня. Во пер- 
выхь, он$ выяснили, что сущность задачи заключается не‘въ томъ, 
чтобы замфнить одно допущене другимъ, боле очевиднымъ; необходи- 
мо вывести это предложене изъ формальныхъ опредвленйй и предшест- 
вующихъ посылокъ. Во вторыхъ, онЪ указали цфлый рядъ предложен, 
отъ которыхь пришлось бы отказаться, если не принять постулата 
Евклида. Они освфтили путь геометру, который ршилея бы стать на 
эту опасную точку зр$ ня. 

Первые проблески этой идеи мы ветрфчаемъ у 1езуита Сажкери*). 
Въ 1733 году имъ издано сочинен!е подъ заглавемъ: „ЕаеН4ез аЪ оши 
паеуо уш@сабз, зуе сопафи8 хеошей-еиз, дао Эа Шипабаг ргйпа 1рза 
пптуегзае Сеотейлае ртшепла. Апсбюге Н1егопуто Зассвегю. Босеще 
Теза, ш Т1етепя ОшуегзИахе Мабезеоз ргоЁеззоге“. Въ этомь  вочи- 
нен!и авторъ, какъ видно изъ самаго заглавя, старается освободить 
книгу Евклида отъ всякихъ упрековъ, которые ей могуть быть мостав- 
лены на видъ,—въ томъ числЪ и оть пробфла въ теори.Спараллель- 
ныхЪъ. Къ этому вопросу онъ подходить съ слфдующей\точки зрфвйя. 
Возставивъ два перпендикуляра изъ двухъ точекъ прямой; онъ откла- 
дываетъ на нихь равныя разстоян!я и соединяетъ конечныя точки пря- 





*) См. Васильевь: „Тезуитъ Саккери, итальянск предшественникь Лобачевска- 
го“. Извфст1я физико-математическаго общества при Казанскомъ университет. Серя 
П, томъ Ш, № 3. 1893. Тамъ же указане остальной литературы. 
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мой. Въ полученномь четырехугольник® два угла прямые; остальные, какъ 
это не трудно доказать, равны. При такихъ условяхъ возможны три пред- 
положен!я. Можно допустить, что оба угла острые, оба прямые или оба 
тупые. А ри!от1 Саккери не отказывается ни оть одной изъ этихъ трехъ 
типотезъ. ДальнЪзйпия соображен1я обнаруживають, что въ зависимости 
оть того, какая изъ трехъ гипотезь будетъ принята, сумма угловъ въ 
треугольник окажется меньше, равна или больше двухъ прямыхъ. Онъ 
однако доказываеть невозможность „гипотезы тупого угла“, и въ этомъ 
отношен!и является, сл довательно, предшественникомь Лежандра. Пред- 
ставляющуюся такимъ образомъь дилемму Саккери рфшаеть въ пользу 
гипотезы прямого угла при помощи доказательства, которое основано на 
теор1и безконечно малыхъ, примфненной, разумЗется, неправильно. Но 
предварительно ‘онъ’ даеть цфлый рядъ теоремъ, которыя` имли бы 
мВето при гипотезВ остраго угла. Конечно онЪ являются только отдль- 
ными, отрывочными предложен1ями, которыя авторъ оставляеть безъ 
всякаго примфненя. 

Прошло почти цфлое столфте, прежде чЪмъ идеи эти нашли себЪ 
дальнзишее развит1е. На этотъ разъ онф появляются не въ печатномъ 
трудЪ, а въ частной перепискв Гаусса съ Шумахеромъ *). Шумахеръ 
неоднократно присылаель Гауссу доказательства, предложешя о’ сумм 
угловъ въ треугольникз. Разоблачая въ отвфтныхъ письмахъ погр$- 
шности, допущенныя въ этихъ доказательствахъ, Гауссъ сообщаетъ 
Шумахеру свой собственный взглядъ ва этоть вопросъ. Онъ находить, 
что допущене, противоположное тому, которое дЪлаетъь Евклидъ, не 
представляеть собой логическаго абсурда; что оно можеть быть поло- 
жено въ основане геометрической системы. „Въ этомъ смысл неев- 
клидова геометря не имЪетъ въ себЪ никакихъ противорз чт, хотя по 
первому взгляду мноте изъ ея результаловъ имВютъ видъ парадоксовъ. 
Эти кажупияся противорЪчя должны быть разсматриваемы, какъ дЪй- 
стве иллюзш, происходящей отъ привычки, которую мы себф уже дав- 
но усвоили, разсматривать Евклидову геометр!ю, какъ строгую“. За 
этимъ сл$дуеть нЪфеколько указашй на результаты, къ которымь при- 
водить неевклидова геометрия; указашя эти обнаруживаютъ, что новая 
система была Гауссомъ глубоко продумана. Гауссъ’ сообщаеть` также, 
что онъ наносить свои соображеня на’ бумагу, чтобъ они не погибли 
съ его смертью. Въ сожалБню, до сихъ поръ неизвВетно, сохранилась 
ли эта рукопись въ’ бумагахъ Гаусса. Въ этой же переписк, въ пись- 
мВ оть 28 Ноября 1846 г. велиый геометръ съ глубокимъ сочувстнемъ 
прив тетвуеть появившийся ‘незадолго передъ тЪмь въ Европ трудъ 
Николая Ивановича Лобачевскаго. Казанскому профессору выпало на 
долю въ первый разъ высказать въ печати новыя воззрьвя на гебме- 
трию въ строго продуманной и обработанной систем. 


В. Каань (Од 
(Продолженае. слъдуето). 









*) Ту часть переписки, которая имфетъ отношен!е къ’этому вопросу, можно 
найти въ юбилейномъ сборникЪ, изданномъ казанскимъ физико-математическимъ об- 
ществомъ подъ заглавемъ: „Обь основан1яхъ геометр!и“. Казань. 1893. 
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'06бъ одномъ слёдетыи изъ заноновъ равном®рно 
ускореннаго двизненя. 





Въ равномФрно ускоренномъ движен!и квадратъ скорости въ дан- 
`ной точкЪ пути равенъ квадрату начальной скорости, сложенному съ 
‘’удвоеннымъ произведен1емъ пройденнаго пространства на ускореше 
движения. 

Въ самомъ дЪлЪ, называя черезь ® скорость спустя # единиць 
‚времени отъ начала. движен!я, черезь и—начальную скорость, черезь 5— 
‚пространство, пройденное во время &, Черезъ а—ускореше разематривае- 
`маго движеня, на основан!и законовъ скорости и прострачетвъ имфемъ: 


Е оО НР 
и, 





Возведя [-0е въ квадратъ, получимъ: 
аи --2аи На? . .., . (Ш). 


Но изь П-го, по умножен!и его на а, получаемъ: 
а = а5-—2ащ4. 


Подставляя это значене а? въ Ш и сдЪлавь приведене, имЪ- 

-емъ окончательно: ь 

02—и?--а5, 
‘что и требовалось доказать. Указанная теорема, пропускаемая обыкно- 
венно при элементарномъ изложеши законовъ равном$рно перем ннаго 
движен1я, имфегъ весьма важное значене, такъ какъ, пользуясь ею, 
можно вполнЪ элементарно опредЗлить скорость въ данной точкВ тра- 
‹ектори прямолинейнаго движен1я съ перем$ннымъ ускорёнемъ. 

Прим нимъ сказанное къ опредЪлен!ю скорости въ данной точкЪ 
на траектор!и въ простомъ гармоническомъ движенш, Для этого‘ до- 
пустимъ сначала, что ускорен1е разсматриваемаго ирямолинейнаго дви- 
жешя измфняется не непрерывно, а, если можно такъ выразиться, толч- 
ками. Предположимъ, именно, `что путь 5, въ конц котораго требует- 
ся опредЪлить скорость, состоитъ изъ % равныхь элементовъ и что дви- 
жущаяся точка проходить каждый изъ этихъ элементовь движеншемъ 
равномЪрно перем$ннымъ, съ неодинаковыми ускорешями а1, @2, аз, ко- 
торыя остаются постоянными лишь пока точка не очутилась на грани- 
ЦВ двухъ элементовъ, но въ этомъ мЪстЪ, то есть въ концВ предыду- 
щаго и началЪ посл дующаго элемента, —вдругъ м$няетъ свою”вели- 
чину. ЗатБмъ положимъ, что ускорене измФняется пропорций онально 
разстоянИю движущейся точки отъ нЪкоторой постоянной‘ точки М на 
траектор1и, находящейся на разстояви 4 оть начальной\\ точки. Если 
въ разстояни 4 содержится 1 такихъ элементовъ, о ы вЪ Б заклю- 
‘чается 2, то 





Е 
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Если, затЪмъ, обозначимъ величину ускорен1я на единицЪ раз- 
стояня отъ точки М черезъ 4, то ускорене въ начальной точкф, от- 
стоящей оть М на 5”/„, будетъ 45” /» ; это и будетъ ускорене а\ на пер-. 
вомъ элемент пути; очевидно ускорене а› на второмъ элементЪ бу- 





т— . 
деть 45 ит. д. ‘и, наконець, ускорене а» на я-омъ элемент%. 
пути будетъ: 
ти 
— = 
И 


Назовемъ черезь Су, (6, Сз...С» скорости въ конц 1-го, 2-го,. 
3-го..... 7-го элемента пути; тогда, по доказанной выше теоремЪ, квад- 
раты скоростей въ конц 1-го, 2-го... и-го элемента (предполагая, что- 
начальная скорость равна нулю) будутъ: 


5 т Б 
"Ви ое 
С 1-24, —- = 


С2= С? 245 а ее И 


С3=03-Р2аз а [т--(т—1)--(т—2)], 
и вообще : 
2 
Сати П)-(и—2)..+(я-и--1) 


Но рядъ, стоящий въ скобкахъ, есть сумма членовъ ариеметиче-- 


ской прогресаи и равенъ (ен) п, а потому 
52 (2т--1—п 
(1) 


2 рый Вад р 


что можно представить въ такомъ вид: 


62—18 (5—8 + ы 


Но ва, а, потому: 


0-м — 8+ } 


Очевидно, что съ увеличешемъ числа п частей; `н 








ВН те 
лимъ путь 5, членъ р будетъ уменьшаться и мы можемъ сдЪлать его. 


сколь угодно мМалымъ, увеличивая соотвЪтствен но 7”; наконецъ, при 
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в 
2% = со, членъ =. Для этого послфдняго случая скорость нашей точ- 


ки въ концЪ пути 5 выразится так: 
ба (2а 5) Пи, Инообу 


Оть того, что мы предположили и=осо, законь измфнен1я уско- 
рен!й не перемЪнился: они продолжають измЪняться пропоршюонально 
разстоян!ю до точки М, но только измфнен1я эти сл$дуютъ такъ бы- 
стро, какъ это свойственно непрерывному измЗнен1ю величины по дан- 
ному закону. Въ виду этого уравнеше (\) представляетъь скорость про- 
стого гармоническаго движеня въ конц пути В. 


Но нетрудно видфть, что 3(24—5) представляетъ квадратъ лини, 
средне-пропорцщюональной между 24—56 и В или квадратъ длины перпен- 
дикуляра, возставленнаго къ траектор!и на разстояни 3 отъ начала до 
встрЪчи съ окружностью рад1уса 4. Называя длину этого перпендику- 
ляра черезъ у можемъ написать 


$(24—8) ==, 


а потому: С} =?4 или скорость С простого гармоническаго движе- 
ня въ концф пути 5 выразится такъ: 


С=УУ 9. 
Формула общеизвЪстная. 


С. Отеминевекй (Пермь). 





СНММЕТРИЧНО-ОБРАТНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФИГУР. 


Опред% лен1я. 


1. Пусть имфется тр—къ АВС; назовемъ этотъ тр—кЪ основнымь 
и условимся' разсматривать относительно его положене- всякой фигуры 
въ той-же плоскости. 


ДвЪ точки М и М, лежация на одной окружности съ Ви Си на 
одной прямой съ А, наз. изоциклическими относительно ВС и А. . 

ДвЪ точки, гармонически сопряженныя съ концами какого пибудь. 
д1аметра окружности АВС, наз. сопряженными относительно трэ-ка АВС. 


ДьЪ прямыя, проходящя чрезъ вершину какого-нибудь угла тр— ка, 
АВС и равнонаклонныя къ сторонамъ этого угла, наз. изоюнальными. 





ДвЪ точки наз. изоюнальными относительно тр— ка АВС, если. 
прямыя, соединяющая ихъ съ каждой вершиной этого тр—ка, изого- 
нальны. 


2. Обозначимъ черезъ 2 точку, изогональную съ М относительно 
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тр—ка АВС, и чрезъ ’и—точку, изоцикличную съ 

т’. Такъ какъ (фиг. 52) ДСАТ=ХВАМ и ДСтА= 

= СВи=ХАВМ, то тр—ки АСт и АМВ по- 

добны; поэтому, положивъь АС=р, АВ==е, получимъ 
АМ. Ат=. с. 


Обозначивъ чрезъ ии точку обратную (шуетзе) 
съ М со степенью обращешя 2.с, тавъ что 


АМ. Ат =. с, 


находимъ, что Ат=Ат; слФдов. точки тж и т Фиг. 52. 
симметричны относительно биссектора АТ, угла А. 


Точки ти М наз. симметрично-обратными относительно полюса, А. 

Двф фигуры наз, симметрично-обратными, ‘если. всякой точкВ Мо 
одной изь нихь соотвЪтетвуеть симметрично-обратная точка, 2% другой. 

Симметрично-обратнымь преобразоващемь какой-нибудь фугуры Е 
наз. построене фигуры Г, симметрично-обратной съ Е. 





Свойства преобразованя. 


3. Изъь опредЪлен1я симметрично-обратныхъ точекъ М и т сл$- 
дуетъ, что фигура {, симметрично-обратная съ Е, симметрична отно- 
сительно биссектора АГ съ фигурой р, обратной’ еъ Е относительно 
полюса А. Но при простомъ обращени (шуегяюоп) фигуръ *) 

а) прямая, проходящая чрезь полюсъ, преобразуется сама въ себя; 

Ь) прямая, не проходящая чрезъ полюсъ, преобразуется въ ‘окруж- 
ность, проходящую чрезъ полюсь,—и наоборотъ; 

с) окружность, не проходящая чрезъ полюсъ, обращается въ окруж- 
ность тоже не проходящую чрезъ полюсъ; 

4) уголь между двумя лившями (прямыми или кривыми) преобра- 
зуется въ равный ему уголъ. , 

Поэтому при симметрично-обратномъ преобразовани: 

а) прямая, проходящая чрезъ полюсъ А, преобразуется въ пря- 
мую, проходящую чрезъ А и изогональную съ первой; 

р) прямая, не проходящая чрезь А, преобразуется въ окружноств, 
проходящую чрезь А,—и наоборотъ; 

с) окружность, не проходящая чрезь А, преобразуется въ окруж- 
ность, тоже не’ проходящую чрезь А; Е 

4) прямолинейный или криволинейный уголь преобразуетс 
уголъ равный ему. 

4. КромЪ того, очевидно, что точка А преобразуетс 
безконечно удаленную; точка В. преобрезуется въ С наоборотъ; 
прямая АВ преобразуется въ АС, и наоборотъ; пря ая\ ВС преобра- 
.зуется въ окружность АВС; и наоборотъ; точка Е на’сторон$ АС пре- 













*) Воцевё её Сошфегоцззе. Тгалё6 4е вботёвче. 
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образуется въ точку & на сторонЪ АВ, въ которой эта сторона пере- 
сФкаетея съ прямой Сё, параллельной ВЕ. 


5. Точку т,. симметрично-обратную съ М, можно получить какъ 
изогональную съ точкой М’, изоцикличной с'ь м; ибо точка М, с какъ 
изоцикличная съ М’, изогональной съ ли, симметрично-обратна Ъ 9. 
Изь этого слфдуеть, что изогональныя точки М и М преобразуются въ 
точки изогональныя 20 и 2, при чемь ММ и тп параллельны, ибо 
АМ. Ат=АМ. Ап (=6.с). Отсюда слЪдуеть также, что изоцикличныя 
точки преобразуются въ точки также изоцикличныя. 

6. Если точки М и М преобразуются въ жи п, то тр—ки АММ 
и Аит подобны, такъ что ДМ=Дпи ДУМ=Дт; ибо, если т и т 
суть точки, симметричныя съ % и я относительно биссектора угла А, то 
АМ. Ат, =АМ. Ап; слЪд. тр—ки АММ и Ажит, подобны; тр—ки-же 
Атт и Ат равны. Изъ этого подоб1я получаются формулы 


6. п 7АЬ.6 


и М 


) 


служап]я для преобразованйя метрическихъ соотношен!й фигуры Е въ 
метрическ1я соотношен!я преобразованя ея {. 

7. Если точки М, №, Р преобразуются въ т, и, р, то углы ММР 
и тр равны; ибо, по доказанному, САММ=ДАжи, САМРЕДАурт и 
ИММРЕХДАМРЬ-ХАММ, Дптр=САрт—ХАяф. 

8. Чтобы построить окружность, въ которую преобразуется какая 
нибудь прямая, пересфкающая АВ и АС вь точкахъ Е и Е, находимъ 
преобразован!я [и е этихъ точекъ (4); окружность АеЁ будетъ прео- 

‚ бразовашемъ прямой ЕЁ; подобнымъ-же образомъ находится прямая, въ 
которую преобразуется окружность, проходящая чрезъ точку А. На 
этомъ основанъ сл$дуюцИй обпий способъ нахожденя точки 7%, симмет- 
рично-обратной съ М; чрезъ А и М проводятся двф произвольныя ок- 
ружности и находятся ихъ преобразован1я (прямыя); перес$чене ихъ 
т есть преобразоваве точки М. 


9. Предыдущее построеше упрощается, если взять ‘окружности 
АВМ и АСМ; если эти окружности пересфкуть АС и АВ вь Е иЕЁ, 
то преобразованями ихъ будутъ. прямыя, проходяная чрезь СиВи 
параллельныя прямымь ВЕ и СЕ; пересфчен1е этихъ прямыхъ будетъ 
точка 7%. 


Можно также чрезь точки С и В провести прямыя, параллель- 
ныя линямъ ВМ и СМ; если онф пересфкуть АВ и АС въ точкахъ 
еи р, то окружности АСе и АВЕ пересЪкутся въ точкВ и. 

10. Такимъ образомъ получаемъ слЗдуюцщия теоремы: © 

ТЕОРЕМА 1. Если точки В и С соединить съ какой нибудь точ- 
кой М кривой С и если прямыя, проведенныя чрезь В и`С^параллельно 
СМ и ВМ лересюкають АС и АВ въ точкажь ие, то зеометримеское 
мъсто точки (т) пересъченя окружностей АСе и АВЕ есть кривая 5, 
симметрично-обралтная съ кривой @ относительно -А.”` 

ТЕОРЕМА П. Если ш есть какая нибудь точка кривой & и если 
окружности АВш и АСш переспкають АС и АВ вь точкать е и Ё то 
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чеометрическое мьъсто точки (М) переспченя прямыхь, проведенных 
чрезь В и С параллельно СЁ и Ве, есть кривая ©, симметрично-обрат- 
ная съ кривой с относительно А. 

11. ТЕОРЕМА Ш. Если М есть точка фиуры @ и если окружно- 
сти АВМ и АСМ пересюкають АС и АВ в. Е и Е, то точка (т) пе- 
респчешя прямыхжь ВЕ и СЕ принадлежить филурть, симметричной от- 
носительно средины ВС съ фицурой ©, симметрично-обратной съ ©+.` 


Доказ. Окружности АВМ и АСМ, проходящая чрезь точки ЕиЕ, 
преобразуются въ прямыя, проходяш]я чрезь Си В и параллельныя 
линямъ СКи ВЕ; пересфчеше ихъ М (Теор. П) есть точка, симметрич- 
но м съ №; точка-же т симметрична съ М относительно среди- 
ны ВС. 


12. ТЕОРЕМА ТУ. Если М есть точка фиуры © и е, [суть точку 
пересьченя прямыхь СМ и ВМ сь АВ и АС, то точка (М) перестче- 
ня окружностей АСе и АВЕ принадлежить физууь, симметрично-об- 
ратной съ фиурой, симметричной съ 9 относительно средины ВС. 

Доказ. Если параллели къ Се и В/, проходяция чрезъ Ви С, 
пересЪкаются въ 7, то точка, М симметрично обратна съ % (Теор. Т); 
но Ми т симметричны относительно средины ВС; слдов. теорема до- 
казана. 


- 18. Слфдующия дв теоремы”дають еще новый способъ построе- 
ня симметрично-обратныхъ точекъ. 


ТЕОРЕМА У. Есл% М есть точка фиуры ©, а Е ‘и Е суть перес- 
ченя прямыхь ВМ и СМ сь окружностью АВС, то пересъченае (т) окруж- 
ности, проходящей чрезь А и С и касательной къ СЕ, сь окружно- 
стью, проходящею чрезь А щи В и касательною къ ВЕ, есть соотвът- 
ственная точка фиуры ©, симметрично-обратной с» ($. 


ТЕОРЕМА \1. Если т есть точка фиуры в, а Е и Есуть точки 
пересьченя окружности АВС съ окружностями АСт и АВш, то пере- 
съчеще (М) прямыхь ВЕ и ОЕ есть соотвьтственная точка фиуры 
С, симметримно-обратной съ с. 


Доказ. (Фиг. 53). Такъ какь прямыя ВА и ВМ преобразуются въ 
прямую СА и окружность, проходящую чрезъ 
А и С, то уголь, составляемый этой окруж- 
ностью съ СА, долженъ равняться углу АВМ 
(3); но Д АВМ= Д АСЕ; слЪдов. окружность, 
касательная въ С кь СЕ и проходящая 
чрезъь А есть преобразоваве прямой ВМ; 
по той же причин, окружность, касатель- 
ная въ В къ ВЕ и проходящая чрезв А, 
есть преобразоване прямой СМ; ‹слФдх. М и 
т суть точки симметрично-обратныя. 

14. Если лини СЕ и ВЕ пересЪкают- 
ся въ №, то точки Р и (©, изогональныя съ 
М и №, симметричны относиа 

Фиг. 58. ВС. ДЪйствительно, / СВР= 
= ВСО, поэтому ВР и С@ параллельны; точно такъ же СР параллельна, 
ВО; слфд. Ри О симметричны относительно средины О прямой ВС. 
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15. ТЕОРЕМА УП. Если Р и ( суть точки, симметричныя отно- 
сительно средины О лини ВС; М и М—изоюнальныя съ Ри 0; тип 
изоцикличныя съ Р и (0, т. е. симметрично-обратныя съ Ми М; риа 
—симметрично-обратныя съ Ри (©, т.е. изоцикличныя съ Ми Ми 
изотональныя с5 ш ип, то 1) лини ВМ и СМ (также СМ и ВМ) пере- 
съкаются на окружности АВС, а окружности АСш и АВп (также АВ 
и АСп) переськаются. на лини ВС; 2) ливи СМ и ВМ касательны къ 
окружностямь АСш и АВш (то же относительно ливй СМ и ВМ и 
окружностей АСп и АВп); 3) окружности АСр и АВа, АВр и АСа по- 
парно касательны. 

Доказ. 1) Такъ какъь / АВМ=ДРВС, / АСМ= / ВС9 и /РВС= 
= ВСО, то Д АВМ= / АСЖ, поэтому ВМ и СМ пересфкаются на окруж- 
ности АВС; но лини ВМ и СМ и окружность “АВС преобразуются 
въ окружности АСт и АВи и прямую ВС; слЪд. окружности АСт и 
АВи пересЪкаются на ВС. 2) Такъ какъь Д АСМ=/ АВМ=ДАтС (2), 
то СМ касательна къ окружности АСт. 3) Параллельныя лиши ВР и 
С( преобразуются въ окружности АСр и АВа; слВд. эти окружности 
касаются одна другой (3,4). 


16. Если изь восьми точекъ Р, ©, М, М, р, а, т, п одна пере- 
м$щается по заданной кривой, то этимъ вполнв опред$ляются геоме- 
тричесвя м%ста остальныхь семи точекъ; напр., если одна изъ этихъ 
точекъ описываетъь окружность, проходящую чрезь Ви С, то осталь- 
ныя точки также опысываютъ окружности; въ этомъ легко убФдиться 
А ром. 

Примзры преобразоваия точекъ. 

17. Если Г, ,№,Г суть центры круговъ вписаннаго и внЪ впи- 

санныхъ въ тр—къ АВС, то Т преобразуется въ Ь, а, 1ь преобразуется 
_ въ Г, и наоборотъ. 

Ибо точка [ совпадаетъ 'с0 своей изогональной, а точка Ш изо- 
циклична съ [; точно такъ же точка ПТ совпадаеть со своей изогональ- 
ной и изоциклична съ Г. 

18. Центръ О круга АВС преобразуется въ точку и симметрич- 
ную съ А относительно ВС. 

ДЪйствительно, такъ какъ точка О изогональна съ ` ортоцентромь 
Н тр--ка АВС, то преобразоваше ея А’ находится на продолжени 
прямой АН; но тр--ки АСА'’ и АОВ подобны (6) и АО=ВО; сл$д. 
СА=СА', т. е. А’ симметрична съ А относительно ВС. 


19. Ортоцентръь Н тр—ка АВС преобразуется въ точку Г, изощи- 
кличную съ О, ибо Ни О изогональны. 


Точки [и А' изогональны и НО|| АТ (5). ое 


20. Обозначимъ чрезъ Н:,Нэ,Нз основана перпендикуляровъ, опущен- 
ныхь изъ А, В, С на стороны тр—ка АВС. Если перпендикуляры кЪ 
АС вь Си к АВ въ В пересЪкаютъ АВ въ Ки АС въ\ Е, то ЕиЕ 
суть преобразованя точекъ Ну иН» (4) и ЕЕ НН; поэтому ЕЕ 
антипараллельна съ ВС, и АО, какъ изогональная`©ъ”АН\, перпендику- 
лярна къ ЕЕ. Такъ какъ Н есть пересВчене прямой АН, съ окруж- 
ностью АНьНз, которыя преобразуются въ прямыя АО и ЕЕ (8), то 
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точка Г, какъ преобразоване Н, находится въ пересВзчени АО съ ЕЕ, 
т. е. [ есть проэкщя точки А на прямую ЕЕ. 

21. Если Т есть пересЪчеше касательныхъ къ окружности АВС 
въ точкахъ Ви С, то ОТ есть дламетръ круга ВОСТ; поэтому точка, № 
есть проэкшя Т на АО и Т лежитъ на ЕР. Замфтивъ, что АТ, какъ 
симед1ана тр—ка АВС, есть медлана тр—ка АЕЕ, заключаемь, что Т 
есть средина лиши ЕР. : 

22. Проэкшя © центра О на симедлану АТ преобразуется въ точ- 
ку А!, симметричную съ А относительно средины О линши ВС. ' Пусть 
4 есть пересЪчене прямой АТ съ окружностью АВС; тажь какъ 4 есть 
преобразоване точки 0, то АО. Ад=6.с (2); но если А, симметрична 
съ А относительно О, то тр—ки Афр и АЧА, подобны, а потому 
Ао. АА1=АО. АЯ=.с, сл$д. А, есть преобразоване точки 0. 


23. Если Ад есть хорда окружности АВС, параллельная А'А1, то 
Ад=А'А\, а потому окружность АА’А, проходить чрезъ точку 9; такъ 
какъ окружность АА’А: преобразуется въ прямую О, окружность АВС 
въ прямую ВС и прямая Адвъ касательную АК въ точеЪ А къ окруж- 
ности АВС (3,4), то заключаемъ, что прямая О и касательная въ 
А кь окружности АВС пересЗкаются на ВС. 


24. Проэкщя ф ортопентра Н на медлану АО) преобразуетея въ 
точку Т перес$чен1я касательныхъ въ Ви С къ окружности АВС. 

Ибо окружность НВС. проходить чрезъ Аз, такъ какъ Х СА.В=ДА 
и ДСНВ--ДА=л; но ДНСОА\ =л/», слфд. НА. есть д1аметръ’ круга 
СНВ, а потому ф лежитъ на окружности СНВ: такъ какь Д СВТ=ДА, 
то ВТ и ВА, изогональны; точно также СТ и СА, изогональны, а по-. 
тому точка Т изогональна съ А;; но А, изоциклична съ ф, слЪд. Ф 
преобразуется въ Т. 

Отсюда слфдуетъ, что точки фи © изогональны и @$||ТА\. 

25. Такъ какъ окружности АВС и АВС симметричны ‘относи- 
`тельно средины О прямой ВС, то точка О равно отстоить оть фи 
тоски Л перес$чен1я меданы АП съ окружностью АВС. 

26. Преобразоване 9 центра тяжести С тр—ка АВС находится 
на продолжен симелланы АО и отстоитъ отъ точки 4 перес$чен!я ея 
съ окружностью АВС на разстояне 49= Аа; это слздуетъ изъ того, 
что 0490, такъ какъ О преобразуется въ 4. 

27. Если на АВ и АС отложить Ад’=2АВи Аа'=2АС, то окруж- 
ности АСЯ’ и АВА’ пересВкутся въ 9, ибо эти окружности суть пре- 
образованя медлань ВО’ и СО” тр—ка АВС. 

Тр—ки 904’ и 94’, 904’ и 9@В попарно подобны, ибо 496— 
= / ВАд= Д Вад и Гдас= [9АС= д дВа. 

28. Пусть 9' есть преобразовае точки Лемуана С’. Так’ какъ. 
точка Лемуана, | изогональна съ центромъ тяжести (, то. 9. ‘есть пе- 
ресЪчеше медланы АБ и прямой, параллельной @С/ и прож дящей чрезъ. 
точку 9. 


Точки д и 9’ изогональны. ` 

29. Преобразоваше © одной изъ точекъ Брбнара о есть перес- 
чен1!е касательной къ кругу АВС въ точкВ В съ прямой, проходящей 
чрезь Сои параллельной АВ. 
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Для доказательства припомнимъ, что точки Брокара ® и ®' суть 
изогональныя точки, удовлетворяющия условямъ: 


ДВО®= / СА8= Д АВ®(=6), 
1 0в8'= / АС®'= / ВАЗ'(=60), или 
ДВ@С=л—В, ДС8А=Лл—С, Д А8В=л—А, 
ДВ®'0=л—(, ДС®’АЕЛ-А, ДА®В=л-—В. 
Такъ какь / ОВо= / С8'о=л—(л—А)=А, то Во. касательна въ 
В кь окружности АВС; кромЪ того ДВСо= Д В®'о=л—(л—В)=В, 
слздов. Со!АВ, что и требовалось доказать. 


Дм. Ефремовь (Ив.-Вознесенскъ). 


(Окончанае сльъдуето). 


ВУЖНЫ-ЛИ ЭКЗАМЕНЫ 10 МАТЕМАТИК И ФИЗИК? 


Вопросъ о томъ, нужны или не нужны экзамены, можетъ быть правильно рЪ- 
шенъ на основани двоякаго рода соображен!й: однихъ, боле общихъ, объ образо- 
вательной системЪ и роли въ ней экзаменовъ, о вмян!и послфднихъ на характеръ, 
интенсивность и распредЪлен!е заняй, о вляши экзаменовъ на здоровье учащихся 
и т. п., и соображешй частныхъ—о томъ, на сколько экзамены по тому или другому 
предмету достигаютъ своей прямой ц$ли. 


Мы недавно узнали, что экзамены въ школахъ составляютъ продуктъ сравни- 
тельно недавняго времени, что ни Гете, ни Шиллеръ, ни Фихте, ни все покол$ше, 
составившее истинную славу Гермати, не подвергались не только переходнымъ, но 
даже выпускнымъ экзаменамъ, Отсюда возникаетъ вопросъ, не составляютъ-ли экза- 
мены продукта временныхъ, одностороннихъ взглядовъ на задачи образован!я, кото- 
рый долженъ исчезнуть вмфст$ съ измф$нешемъ этихъ взглядовъ. Мы присутствуемъ 
при завершен!и именно такого переворота во взглядахъ®на цфль и средства препо- 
даван!я почти всфхъ учебныхъ предметовъ. Теперь было-бы своевременно разсмо- 
трЪть, соотвфтствуютъ-ли экзамены этимъ новымъ взглядамъ, или противорфчатъ 
имъ, не остаются-ли они вреднымъ переживашемъ, опаснымъ для того новаго, что 
всфми признано за несомнфнно истинное. 

Вопросъ объ экзаменахъ обсуждался до сихъ поръ главнымъ образомъ на 
основанйи перваго рода соображений. Для полноты освфщен!я, его слфдуетъ обсу- 
дить такъ же съ этой новой точки зрЪнйя. 

Въ этомъ журналЪ за прошлый годъ появилась статья г. Р. И. подъ тЪмъ же 
заглавтемъ,-что и наша. Но, пожелавъ предпослать своей статьф нфсколько общихъ 
замфчавй объ экзаменахъ, авторъ такъ увлекся ими и полемикой, что до экзаме- 
новъ по математик и физик$ такъ и не дошелъ. Мы предпочли совершенно устра- 
ниться оть общихъ соображевшй и разсмотрФть только вопросъ о томъ, на сколько 
экзамены по математикЪ и физик$ сиособны обнаружить успфхи учеников въ 
этихь предметахъ, какъ эти успфхи въ настоящее время понимаются. 


Поэтому намъ надо предварительно разсмотр?Ъть: 
т) Какъ понимается въ наше время цЪфль преподаван!я математики и физики? 
2) Каковъ долженъ быть истинный критейй успфшнаго ‚ достижены этой 








цфли? 





3) Каюя условя нужны для усифшнаго примфневя истиннаго критер1я? 
4) Осуществимы ли эти усломя на экзаменахъ? > 
% 


Вопросъ о цфли преподаван!я математики въ гимназяхь не возбуждаетъ уже 
разногласий. Никто не станетъ утверждать, что слфдуетъ добиваться такого усвое- 
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я математическихъь теоремъ и доказательствъ, которое сохранилось-бы на всю 
жизнь. Если бы это для многихъ и оказалось полезнымъ, то всф признаютъ, что 
это невозможно, Въ былыя времена у насъ были и пломе преподаватели матема- 
тики, но были и хороше. Ученики ихъ въ свое время знали и любили математику. 
Однако посмотрите на тфхъ изъ нихъ, которымъ по ихъ професаи не приходилось 
имфть дфло съ математикой, много-ли они помнятъ изъ того, что прежде знали. 
Едва-ли найдется десятокъ геометрическихь теоремъ, которыя могъ бы доказать 
теперь любой образованный человЪкъ лфтъ 40—45, едва-ли сумфетъ онъ подобрать 
логарифмы, едва-ли рфшитъ квадратное уравнене, едва-ли обратить пер1одическую 
дробь въ простую. И всф понимаютъ, что не въ этомъ и дфло, а въ тфхъ умствен- 
ныхъ навыкахъ, которые пр!обрфтаются при изучен!и математическихь наукъ, въ 
усвоеши общихъ пр1емовъ доказательствъ, въ изошрен!и чувства очевидности. Это 
и составляетъ то наиболфе цфнное прюбрЪтен!е, которое каждый гимназистъ дол- 
женъ сдфлать изъ курса математики. 


Относительно цфли преподаван!я физики меньше было говорено и писано; по- 
этому нельзя утверждать, чтобы здЪсь существовало такое же полное согласе. Но 
мы дадимъ этой цфли по возможности широкое толкован!е. 


Съ физическими явлен1ями и законами всякому приходится сталкиваться въ 
повседневной жизни. Физическя открыт!я близко затрагиваютъ’ экономическе и 
сош1альные интересы. Журналы и ежедневныя газеты въ научныхъ хроникахъ по- 
пуляризируютъ новыя изобрфтеня и теорш. Не рфдкость встрЪтить образованныхъ 
людей, которые и интересуются и читаютъ популярныя сочиненя по физик$. Вообще 
физическя знашя гораздо болЪе въ ходу и больше возобновляются въ жизни, чфмъ 
математическая. Поэтому разъ сама жизнь заставляеть образованныхъ людей такъ 
или иначе судить о физическихъ явлешяхъ и теор1яхъ, обязанность школы подго-’ 
товить ихъ къ тому, чтобы судить объ этомъ основательно. Слфд. школа должна 
подготовить своихъ питомцевъ къ пониманю движеня физическихь знай и воз- 
будить интересъ къ нимъ. 

Такова реальная цфль изучен!я физики; но не меньшее значеше имфеть и 
цфль формальная. 

Физика имЪфетъ свои болфе сложные методы доказательствъ, ближе стояпие 
къ тЪмъ, которые могутъ быть примфнены къ правильному рЪшеншю вопросовъ по- 
вселневной жизни; она же представляетъ случаи примфненя тфхъ же математиче- 
скихъ. методовъ къ анализу болфе сложныхъ явлевшй. Усвоен!е этихъ методовъ, 
тЪхъ. спешальныхъ приспособлен, къ которымъ прибфгаетъ человфческ умъ для 
преодолЪн!я встрфчаемыхъ затруднен!й, въ высшей степени важно для правильнаго 
разршен!я сложныхъ жизйенныхъ проблемъ. 


Итакъ, цфль преподаван!я математики и формальная цфль преподаван!я фи- 
зики состоятъ въ томъ, чтобы внести свою долю въ общее умственное развите 
учащихся; развить и укрфпить понят1е о логической причинности предложений, ус- 
воить обийе методы доказательствъ, изошрить чувство очевидности. Реальная цфль 
преподаван!я физики состоитъ въ томъ, чтобы ознакомить съ основными законами 
и теор1ями этой науки и подготовить къ пониманю и правильной оцЪфнкЪ научнаго 
достоинства тфхъ новыхъ изобрфтен!и и теор, о которыхъь они прочтутъ потомъ 
въ популярныхъ статьяхъ и книжкахъ. 


п. 


Въ одномъ изъ своихъ сочиненй— кажется, въ одномъ мфстЪ своего днев- 
ника—Пироговъ говоритъ, что всякая наука въ самой себЪф содержитъ достаточную 
образовательную и воспитательную силу. Отсюда можно было-бы заключить—и такое 
мнфне дЪйствительно существуетъ,-—что одно усвоев!е науки, т. е. теоремъ; пра- 
вилъ и доказательствъ, служить достаточнымъ критеремъ и всфхъ  другихь/ прю- 
 брфтенй, которыя могутъ быть сдфланы при изучени ея. Если это мне”и при- 

знать справедливымъ, то вопросъ все таки приведется къ другому: Что’ называть 

усвоенемъ науки? Можно-ли сказать, что учапийся усвоилъ науку, ебли онъ только 
Помнить теоремы и доказательства, но не можетъ отнестись Къ ВИМЪ сколько ни- 
будь свободно, не можетъ сдфлать изъ нихъ самаго простого свывола?—-если уча- 
пийся не составилъ себЪ никакого общаго понят!я о пр1емахъ доказательства, если. 
онъ повторитъ извфстный премъ на той теоремф, котораясдоказана въ учебникЪ, 
но не сумфетъ примфнить его къ самому простому новому случаю? Если на эти во- 
просы отвЪтить „да“, то, очевидно, подобное усвоен!е не ‘отвфчаетъ той цфли, ко- 
торая поставлена преподаванйю математики и физики, Между тЪмъ всяк, кто сл$- 
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дилъ за преподавашемъ, знаетъ, что подобное усвоеше составляетъь общее явлеше 
у преподавателя, не употребляющаго спешальныхъь пр!емовъ для усвоевя уче- 
никами всфхъ образовательныхъ элементовъ, которые могутъ быть извлечены изъ 
курсовъ математики и физики. Мы не станемъ преувеличивать. Разум$ется, найдут- 
ся всегда 2—3 даровитыхъ ученика въ классЪф, которые извлекутъ значительную, 
можетъ быть и очень большую пользу изъ курса даже у такого преподавателя, ко- 
торый ничего не объясняетъ. У преподавателя, который хорошо объясняетъ, но за- 
ботится только о томъ, чтобы каждая теорема отдЪльно была понята, число такихъ 
учениковъ, которые извлекутъ боле или менфе существенную пользу изъ курса и 
составятъ себЪ кое-какое понят!е о доказательствахъ, будетъ значительно’ шире: 
Распространить же это’ образовательное влян!е на значительное большинство и въ 
лучшихъ случаяхъ на весь классъ можетъ только преподававе, спешально направ- 
ленное на развит!е самостоятельности въ ученикахъ. Поэтому проявлеше самостоя- 
тельности учениками только и можетъ служить критерлемъ прочныхъ умственныхъ 
пробр$тений. 

Нельзя ожидать, конечно, чтобы ученики научились доказывать любую пред- 
ложенную имъ новую теорему. Можно ожидать самостоятельнаго доказательства 
только самыхъ легкихъ теоремъ, непосредственно, или почти непосредственно—че- 
резъ два—три заключен!я—вытекающихъ изъ какой нибудь извфстной теоремы. Не- 
много труднфе теорему могъ бы доказать какой-нибудь даровитый ученикъ; мно- 
гихъ теоремъ не могъ-бы самостоятельно доказать и преподаватель. Однако и боле 
трудная теорема можеть быть предложена для самостоятельнаго доказательства, 
если къ ней примфняется какой нибудь обпий шлемъ. ‘Гакъ посл н$сколькихъ 
теоремъ, доказанныхъ способомъ отъ противнаго, можно предложить доказать этимъ, 
способомъ, новую теорему если предварительно дать общее понят!е объ немъ. Если 
приступая къ доказательству теоремы о пропорцональности центральныхъ угловъ и 
дугъ, повторить теорему о пропоршюональности отрЁФзковъ»сторонъ угла, отсЪкае- 


‚мыхъ параллельными линями, и указать на сходство према; если повторить потомъ 


обЪ теоремы, приступая къ доказательству основной теоремы объ измфрени пло- 
шадей, то можно ожидать, что ученики, если и не проведутъ во всфхъ подробно- 
стяхъ доказательство этой теоремы, то все же въ состоянш будутъ намфтить общий 
планъ его. То же относится и къ выводу правиль эриеметическихъ и алгебраиче- 
скихъ дЪйстый. Во всЪфхъ этихъ случаяхъ и подобныхъ имъ единственнымъ кри- 
теремъ усвоен!я према доказательства служить умЪфнье приложить его къ новому 
случаю. 

Но самостоятельность учениковъ можетъ проявиться не только въ полномъ 
доказательств теоремы. Всякое сложное доказательство состоитъ изъ частей, бо- 
лфе или менфе простыхъ. Поэтому, если доказательство теоремы не представляетъ 
какого нибудь общаго пр!ема, раныше усвоеннаго, и довольно сложно, такъ что не 
можетъ быть самостоятельно найдено учениками, преподаватель можетъ сдфлать въ 
общихъ чертахъ анализъ теоремы и т. о. разбить ее на отдфльные вопросы, доста- 
точно простые, чтобы ученики могли ихъ доказать, Мы не станемъ утверждать, 
чтобы это было всегда возможно. Но такихъ случаевъ, гд это возможно, довольно 
много, чтобы развить въ ученикахъ и провфрить ихъ способность къ самостоятель- 
нымъ разсужденямъ. 

Въ физикЪ всяк основной законъ имфетъ множество разнообразныхъ при- 
мЪфнен!й, болфе или менфе сложныхъ; всякое примфнев!е допускаетъ много видоиз- 
м$неншй. Умфнье самостоятельно примфнить законъ въ простыхъ случаяхъ, или вило- 
измфнить извфстное его примфнеше при какихъ нибудь условяхъ служить един- 
ственнымъ крителемъ успфшнаго достижен!я формальной цЪфли преподаван!яФи- 
зики. Но та же самостоятельность является необходимымъ услошемъ усифшнаго 
достижен!я реальной цЪфли преподавання физики. Для того, чтобы понять. и’ оцф- 
нить значен!е новыхъ извфст о физическихъ теоряхъ или изобрфтешяхь, надо 
умфть дфлать самостоятельно выводы изъ извфстныхъ законовъ: 
доказательны извфстныя разсуждев!я или нфтъ, слфдуетъ или нфтЪ 
гой выводъ, произойдетъ или нфтъ при извфстныхъ услов!яхъ такое\то явлен!е. Въ 
противномъ случаЪ все прИйдется принимать на вЪфру, какъ курьезы, какъ фокусы. 
Одно простое знаше курса физики, какъ онъ пройденъ ‘въ лнколф, безъ умфнья 
отнестись къ своему знаншо сколько нибудь самостоятельно, иредставляетъ мертвый 
капиталъ, который не можеть быть ни къ чему приложенъ, не можетъ поэтому во- 
зобновляться и необходимо обреченъ на исчезновене. 
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Итакъ, единственно надежнымъ критеремъ усифшнаго прохожден!я курсовъ 
математики и физики служитъ пр1обрфтенная учениками самостоятельность въ до- 
казательствахъ. 


Ш. 


Для того чтобы этоть критерй могъ быть съ усп$хомъ примфненъ, необхо- 
димы извфстныя условя. 


Первое—это возможно полное спокойстве. Волнен!я, возбужден!е или по- 
давленность—сильнс влляютъ на умственную дфятельность. Они всегда ослабляютъ 
логическ!я способности; способность же догадки можетъ быть иногда ненормально 
усилена ум$реннымъ возбужденемъ, притомъ далеко не у всфхь и не въ одинако- 
вой степени. Сл$д. правильное примфнеше критер!я при этихъ условяхъ не воз- 
можно. 


Второе услов!е—свободная голова. Я разум$ю подъ этимъ отсутстые загро- 
можден!я памяти массой идей, оживленныхъ въ короткое время и получившихъ но- 
выя механическ!я связи, благодаря которымъ онф тфснятся всЪ въ сознане, гото- 
выя ворваться въ него по малфйшему случайному поводу, спутывая и перебив:я 
другъ друга. 

'Третье услове— достаточное количество времени, чтобы можно было вду- 
маться въ предложенный вопросъ и осмотрительно сдЪлать всф нужныя заключения. 

Четвертое услове — возможность своевременнаго вмфшательства препода- 
вателя. Рфшеше математическаго вопроса не то, что исполневе перевода или со- 
ставлеше сочинен!я. Часто одна ошибка, случайный недосмотръ могутъ такъ спу- 
тать вс выводы, что и знаюций ученикъ не дойдетъ до удовлетворительнаго' р$- 
шен!я. Будь этотъ недосмотръ своевременно указанъ, все остальное было бы р-шено 
совершенно вфрно, и рфшене получилось бы не только удовлетворительное, но 
хорошее, гораздо лучшее, чфмъ у другого ученика, который подобной ошибки не 
сдфлалъ, но въ общемъ значительно уступаетъ первому. 


Пятое услове—отсутстве утомлен!я. Очень усталый человфкъ не въ состоя- 
ни уже разсуждать, когда можетъ еще многое припомнить. 


Ц. 


Достаточно назвать вс эти условя, чтобы стало яснымъ, что на экзаменахъ 
они неосуществимы. Вопросъ въ томъ, до какой степени они неосуществимы и 
какая въ этомъ отношении разница между экзаменами и ежедневными уроками. 

Первый вопросъ мы можемъ рфшить только по личнымъ впечатлфвямъ и со- 
слаться на личныя впечатлфня читателя. Вс$ экзаменаторы могутъ быть раздфлены, 
на нашъ взглядъ, на двф категор. Одни прилагаютъ истинный критер!й къ оцЪн- 
кф познанй учениковъ. Они исходятъ изъ взглядовъ, изложенныхъ выше, въ гл. [ 
и П. Кь другой категор!и принадлежатъ преподаватели, держапцеся самыхъ раз- 
личныхъ взглядовъ на способы преподаван!я математики и физики и на значене 
экзаменовъ; но всф они сходятся въ томъ, что на экзаменахъ нужно только убЪ- 
диться, знаютъ-ли ученики курсъ. Совершенно раздЪляя взгляды первыхъ, я не могъ 
не убфдиться, что они часто дфлаютъ болфе грубыя ошибки, ч$мъ вторые. Причина 
та, что услоыя на экзаменахъ совершенно неблагопр!ятны для примфневя истин- 
наго критер1я и болфе благопр1ятны для примфнен!я второго. Въ самомъ дЪлЪ, экза- 
менаторы первой категор!и вскорЪф убЪждаются, что на экзаменахъ можно предла- 
гать для самостоятельнаго рЪшев!я только самые простые вопросы, такъ какъ сколь- 
ко нибудь сложный вопросъ, который безъ труда рфшается въ классф, на экзамен® 
ставитъ въ тупикъ лучшихъ учениковъ и ученицъ. Понемногу они спускаютсялдо 
такихъ вопросовъ, которые при нормальныхъ условяхъ доступны и плохимъ учени- 
камъ, а потому лучиие отв$ты даютъ не тф, кто болыпе понимаетъ, а тъ,. кто’ по-. 
смфлЪе и не теряется. Но на работу памяти возбуждеше, недостатокъ - 
проч. не такъ неблагопраятно дЪйствуютъ, какъь на работу мышлен!я; 
большею частью бываетъ, что кто болыше понимаетъ, тотъ больше и`Помнитъ, то 
сужденше о первомъ по посл$днему даетъ все таки болфе удовлётворительные ре- 
зультаты, ч$мъ непосредственное изслдоване понимания. ` 

Результаты экзаменовъ обыкновенно значительно исправл. потся тфмъ, что эк- 
заменаторы принимаютъ въ соображевйе годовую отм%фтку.^Этого не бываетъ только 
въ тфхъ случаяхъ, когда между преподавателями нфть соглайя и очень сильно же- 
лан!е поучить другъ друга. Всякй не разъ слышалъ разсказы о подобныхъ эпизо- 
дахъ и о негодныхъ результатахъ такихъ экзаменовъ. 
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На письменныхъ экзаменахъ возбужден!е не такъ велико, какъ на устныхъ, 

хотя все же можетъ быть очень значительно. Есть время обдумать предложенный 

вопросъ. Съ этой стороны ‚условя письменныхь экзаменовъ болфе благопр!ятны, 

чфмъ устныхъ. Но съ другой стороны письменные экзамены не представляютъ воз- 

можности преподавателю своевременно вмфшаться и устранить случайное затрулне- 
не. Въ этомъ отношени услов!я письменныхъ экзаменовъ хуже, чфмъ устныхъ. 


Но если письменные и устные экзамены даютъ неудовлетворительные резуль- 
таты, то быть можетъ комбинашя тфхъ и другихъ, благодаря взаимной поправк%, 
можетъ дать лучие результаты? Комбинашя устныхъ и письменныхъ экзаменовъ 
можетъ ослабить вл!яве такихъ вредныхъ условй, которыя бываютъ при однихъ 
экзаменахъ и отсутствуютъ при другихъ, но никакъ не можетъ ослабить втяше усло- 
вй, общихь тфмъ и другимъ. Поэтому можно было бы разсчитывать только на 
то, что эта комбинашя дастъ нфсколько лучиие результаты, чфмъ т и друге экза- 
мены въ отдфльности, если бы здфсь не присоединялось новое вредное услове— 
увеличен!е числа экзаменовъ, а слФд. и переутомлен!я. Даже теперь, посл умень- 
шен!я числа экзаменовъ въ отдфльныхъ классахъ въ мужскихъ гимназяхъ, всяк 
добросовфстный и наблюдательный экзаменаторъ скажетъ, что если экзаменъ по 
математик$ назначенъ на вторую половину мая, то на этомъ экзамен о познан!яхъ 
учениковъ, а подавно УВЕ, женскихъ гимназй, нельзя себЪ составить ровно 
никакого понятИя, 


Теперь перейдемъ къ другому поставленному нами въ началЪ этой главы во- 
просу: какая разница между. экзаменами и ежедневными уроками по отношеню къ 
условямъ, необходимымъ для успфшнаго примфнешя истиннаго критер!я  познанй 
учащихся? 


Что касается до перваго услов!я, то на урокахъ оно выполняется ‘если и не 
совершенно, все же гораздо лучше, чфмъ на экзаменахъ, и причины, м5шаюция его 
выполнено, могутъ быть устранены при улучтен!и способовъ обучен. 'Грудно ожи- 
дать при теперешнихъ условяхъ, чтобы ученикъ выходилъ отвфчать къ доскф со- 
вершенно спокойно: ему угрожаетъ дурная отмфтка, неудовольств!е преподавателя, 
насмф$шка товарищей. Но если вызванный къ доскф ученикъ не можеть быть со- 
вершенно спокоенъ, то т, которые сидятъ на мфстахъ, могутъ совершенно спокой- 
но обдумывать предложенный вопросъ, за исключен!емъ тфхъ рЪФдкихъ случаевъ, 
когда преподаватель наводитъ страхъ на весь классъ. И дЪйствительно, сидя на 
мЪстЪф, ученики оказываются способными сообразить боле трудную вещь, чфмъ 
стоя у доски. Но представимъ себЪ, что отмфтки упразднены, что преподаватель 
занять не выспрашиван!емъ у олного ученика выученнаго урока, а занимается съ 
цфлымъ классомъ, проходитъ новое или повторяетъ старое, и не съ тфмъ, чтобы 
сейчасъ же поставить за это баллъ ‘и наставить ихъ какъ можно больше — вфдь 
этимъ теперь измряется прилежан!е учителя,—а съ единственною цфлью, чтобы 
это старое не забылось, или чтобы убЪдиться, не осталось-ли въ немъ что. нибудь 
не понято: понятно, что тогда вредное безпокойство совсфмъ исчезнетъ и замфнится 
необходимымъ оживленемъ. 

Второе услоше и въ настоящее время выполняется удовлетворительно, за ис- 
ключешемъ тфхъ р$фдкихъ случаевъ, когда преподаватель требуетъ, чтобы учашиеся 
постоянно ‘знали весь курсъ, или, что случается чаше, передъ экзаменами задаетъ 
повторять сплошь цфлые отдфлы. 

"Третье услов!е для всякаго ученика вполнф выполнимо только при домаш- 
немъ обученши. Въ классф же невозможно всфхъ задерживать надъ однимъ вопро- 
сомъ до тфхъ поръ, пока слабые ученики самостоятельно дойдутъ до его рёшены. 
Но на урокахъ все таки больше представляется возможности обождать, чМЪ’на 
экзаменф: Только при письменныхъ работахь каждый можетъ остановитьбя) надъ 
отдфльнымъ вопросомъ такъ долго, какъ нужно. Но классная письмен работа 
имфетъ то преимущество передъ экзаменной, что она не исключаетъ возможности 
своевременнаго вмфшательства преподавателя для устранен!я случайнаго’недоразум- 
ня, если ‘только эта ‘работа не представляетъь своего рода экзамена, какъ наши 
ехетарогаНа. Такимъ образомъ 3-е и 4-е услоыя болфе выполнимы при классныхъ 
работахъ, чфмъ на экзаменахъ. 

Что касается до послфдняго условя, то въ настоящёе Бремя на послфднихъ 
урокахъ ученики бываютъ утомлены. Это утомлен!е еще усилится, когда выполнятся 
бламя въ другихъ отношеняхъ пожелавя министерства, чтобы ученики работали 
въ классЪ, а не дома. Не странно-ли, въ самомъ дфлЪ, что для студентовъ универ- 
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ситета, людей взрослыхъ, послф 40-минутной лекши признается необходимой 20- 
минутная перемЪна, а для дфтей послЪ 55-минутнаго урока признается достаточной 
$ —10-минутная перемфна. Очевидно, такой порядокъ могъ установиться только въ 
разсчет$ на то, что добрую часть урока дЪти будутъ отдыхать. Правильныя занят!я 
могутъ установиться только тогда, когда сокращено будетъ учебное время и увели- 
чено время рекреашй и если, къ тому же, во время рекреашй меньше будуть 
усердствовать по части `водворешя тишины и спокойстыя, но крайней мЪфрф въ 
младшихъ классахъ. 

Итакъ ни письменные, ни устные экзамены не ‚ представляютъ необходимыхъ 
условй для правильнаго сужден!я объ успфхахъ учениковъ. Эти условя гораздо 
лучше осуществляются на урокахъ уже теперь и могутъ быть осуществлены еще 
полнфе при нфкоторыхъ коренныхъ улучшеняхъ въ постановк® обученйя. 

ВЪрно оцфнить познан!я учащихся можно только на урокахъ, а не на экза- 
менахъ. 





Если экзамены такъ плохо достигаютъ той прямой цфли, для которой они 
предназначены, и неизбЪжныя ошибки при нихъ устраняются только тЪмъ, что при 
выставлени самой экзаменной отм$тки въ извфстной степени принимается въ сообра- 
жен!е годовая отмфтка, естественно заключить, что они не нужны. Должны быть 
очень вфск!я обшия соображен!я, которыя побуждали бы сохранить это оруще, такъ 
плохо приспособленное къ измфнившимся цЪлямъ, или должны быть особыя при- 
чины, постороннйя существу дла, и потому очевидно временныя, которыя застав- 
ляли бы не довфрятъ другимъ способамъ убфдиться въ. познан1яхъ учениковъ. Что- 
бы защитить экзамены по математикф и физикЪ, надо доказать, что наши учебныя 
заведешя еще не доросли до отмфны ихъ. 

. ка) — 
Б. Гернь (Смоленскъ). 


ЗАДАЧИ. 








№ 580. Данъ уголь, точка на одной изъ его сторонъ и прямая, 
пернендикулярная къ той же сторон угла. Найти на этой прямой та- 
кую точку, чтобы разстояшя ея отъ’ данной точки и отъ другой сто- 
роны угла были въ данномъ отношени (превышающемъ единицу). 


И. Александровь (Тамбовъ). 


№ 581. РБшить уравнене 


23025-260824— У 2 с035—9созж- Е У2=0: 
И. Ок—чь (Варшава). 


№ 582. Построить треугольникъ, если извЪстенъ раллусь внутрен- 
няго- вписаннаго круга, и двухъ внутреннихъ круговъ, касательныхь 
каждый къ первому и къ двумъ сторонамъ треугольника, 


П. Хлюбниковь (Ту. 





№ 583. Показать, что каждыя двЪ вершины треугольника и осно- 
вая периендикуляровъ, опущенныхь изъ нихь на противоположныя 
стороны, лежать на одной окружности. По даннымъеторонамъь 'гре- 
угольника вычислить радусы трехъ получающихея_ акимъ образомъ 
окружностей и разстояня ихъ центровъ, 







П. Хльбниковь (Тула). 
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№ 584. Къ сторон АС треугольника АВС проведена. антипарал- 
лель А’С' (точка С" на прямой АВ). Найти зависимость между АС', А'С 
и сторонами а и с треугольника АБС. 


И. Вонсикъ (Сиб.). 


№ 585. Объективъ астрономической трубы разр®занъ пополамъ по 
плоскости, проходящей чрезъ оптическую ось трубы, такъ что обЪ по- 
ловины его могутъ раздвигаться по направлен1ю, перпендикулярному къ 
оси, на разстояне 4. Устанавливаютъ трубу на свфтящИйся кругь д1а- 
‚ метра й, параллельный плоскости краевъ объектива, и раздвигаютъ объ 
половины объектива до тзхъ поръ, пока два изображевя круга (полу- 
чающияся каждое отъ одной изъ половинъ объектива), сдЪлаются кава- 
тельными другъ къ другу. Зная фокусное разстояне { объектива, опре- 
дЪлить разстоян!е свфтящагося круга отъ трубы. 


(Заимств.) Д. Е. (Ив.-Вознес.). 





РЬШЕН1Я ЗАДАЧЪ, 








№ 468 (2 сер.). РЬшить уравнене 
та ав (а—2) (6+ Ув), 
Данное уравнев{е легко привести къ виду 
2 (аж)? 22 х(а—х)—а??=0, 
или 
2 у—а? 2—0, 
гдВ у=а(а-—х). Отсюда, 


у=—ф-= Уа?--53), : 
—_ а= Уа?-- 45? = 46 Иа 


2 
Е. Геншель (Курскъ); П. Ивановъ (Одесса); В. Шишаловъ (с. Середа). 


д 





` № 474 (2 сер.). Данъ кубъ, ребро котораго равно а. Проведенъ 
щаръ, касательный ко всЪмъ ребрамъ куба. ОпредЪлить часть объема 
шара, заключенную внутри куба. лы 

_ Иекомый объемъ есть разность между объемомъ шара Срад1уса 
8: У, и ушестереннымь объемомъ сегмента, высота котораго есть 
(а:/2 ) — “/», отефченнаго отъ шара гранью куба. Поэтому 


_ лаз? _ ла(4 УЗ —5) _ ла 15—82) 
ее 4 К р 


В. Баскаковь (Ив.-Вознес.); М. Абрамовъ (Житомръ); И. Ок—чъ (Варшава); 
П. Ивановь (Одесса); П. Хльбниковь (Тула); А. Васильева (Тифлисъ). 





у 
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№ 531 (1 сер.). Рашить уравненя; 
2". у— 2”) а: 
92" (= — <") =, 
22"(*— о. 
Пусть 2” = хь у" =, 2" == 21; тогда 
(уе) =а; (аж); (фу). 
Для 1-ое ур. наз, 2-0е на ут, 3-ье пе 21 и складывая, получимъ: 


а 6 С Ей 21 
НЕ == 0 или ар Ре 0... 1 
о арен _ (1) 


ДЪля 1-ое ур. на 21, 2-0е на у2, 3-ье на 2? и складывая, полу- 
ЧИМЪ: 


21 


ве Е о 
а т а или “4 (“) +® ( )- НИ (2). 
Изъ (1) и (2) находимъ: 


1 _ — 96 -ЕУ-о авв(а--5-с), д. _ — 96-Е У — авс (а-- бе) 
У 55-е) 21 с(В-|-с) 
Перемножая полученные результаты, опредфлимъ отношене 
2 
1 
——а слВдовательно и . 
9121 21121 


Зат$мъ точно также найдемъ: 





23 





з 3 
л 21 

И . 

219191 2111 


Перемножая данныя ур—н!я, получимъ: 


ду 21 1 [е(а--м)-Ну?(а —й УЕ —21)]==абс, 








откуда 
фе 
миг —=/ о НЫНАИ 
п а-о-Ее 


Зпая 2912, по вайденнымъ раньше отношенямъ легко опред$- 
ЛимЪ 24.Ур и 21, & слЪдовательно и 24,2. 


П. Овплиниковь (Троицкъ). 





^ 
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